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Dans ce travail nous pre´sentons le principe d’un algorithme de construction et de maintien d’une foreˆt couvrante dans
un re´seau de te´le´communication mobile de type re´seau mobile ad hoc (MANET). L’algorithme, base´ sur une marche
ale´atoire de jetons, est entie`rement de´centralise´. Nous en proposons une analyse probabiliste dans le cadre statique et
nous montrons comment l’ajout d’une me´moire aux jetons permet d’en ame´liorer sensiblement les performances.
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1 Introduction
Les arbres couvrants peuvent rendre de nombreux services dans les re´seaux de te´le´communications, en
simplifiant notamment les taˆches les plus courantes telles que la diffusion d’information, le routage ou l’ex-
clusion mutuelle. Dans les re´seaux statiques ou faiblement dynamiques, une distinction est ge´ne´ralement
faite entre l’e´tape de construction d’un tel arbre, et celle de son utilisation effective (la seconde succe´dant a`
la premie`re de manie`re disjointe). Malheureusement, cette approche n’est pas adapte´e aux re´seaux fortement
dynamiques dans lesquels aucune pe´riode de stabilite´ ne peut eˆtre suppose´e, et ou` les changements affectant
la topologie du re´seau sont susceptibles de partionner ce dernier en plusieurs composantes connexes. Dans
un tel contexte, la gestion de la structure couvrante doit eˆtre vue comme un processus continu et perpe´tuel,
alternant ruptures d’arbres existants et fusions de nouveaux arbres (d’ou` les termes de maintien, et de foreˆt
d’arbres couvrants) [BFG+03].
Nous nous inte´ressons ici a` e´tudier ce qu’il est possible de construire dans ce cadre particulier,en e´liminant
e´galement l’hypothe`se selon laquelle les stations sont dote´es d’identifiants uniques. L’approche que nous
proposons repose sur une marche ale´atoire de jetons. L’ide´e sous-jacente est relativement simple : chaque
arbre dans la foreˆt posse`de exactement un jeton dont la marche est strictement limite´e a` ses areˆtes. Lorsque
deux jetons se rencontrent (sont positionne´s sur deux sommets voisins dans le graphe des connexions), les
deux arbres associe´s aux jetons fusionnent de manie`re locale et atomique, et l’un des jetons est supprime´.
Lorsqu’une areˆte d’un arbre disparaıˆt, l’arbre est scinde´ en deux sous-arbres et le sommet adjacent a` cette
areˆte appartenant au sous-arbre sans jeton en ge´ne`re un nouveau (la` encore, de manie`re locale et atomique).
Apre`s avoir de´taille´ le fonctionnement de l’algorithme (originellement pre´sente´ dans [Cas06]) dans la
Section 2, nous proposons une version optimise´e pour laquelle la marche des jetons n’est plus tout a` fait
ale´atoire, mais devient en partie contrainte par ses mouvements passe´s.Nous pre´sentons ensuite quelques
re´sultats pre´liminaires d’analyse probabiliste ainsi que nos simulation e´clairant les performances absolues
et relatives de ces deux variantes dans un contexte statique. L’e´laboration d’un cadre d’e´tude approprie´ a`
leur analyse en contexte dynamique fait l’objet de travaux actuels, et est laisse´ ici ouvert.
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2 Algorithmes
En pre´ambule a` cette partie, conside´rons un graphe G = (S,A) couvert par deux arbres T1 = (S1,A1) et
T2 = (S2,A2). Soient u et v deux sommets tels que u ∈ S1 etv ∈ S2 tels que (u,v) ∈ A. D’un point de vue
de´centralise´, le proble`me qui se pose a` ces sommets et de savoir si leur areˆte commune doit eˆtre utilise´e
pour fusionner leur arbre respectif. Pour prendre la bonne de´cision, deux proble`mes doivent eˆtre re´solus :
(1) est-ce que u et v appartiennent a` deux arbres diffe´rents ? Ou bien, existe-t-il un chemin dans l’arbre liant
ces deux sommets ? (2) Comment garantir qu’aucune autre ope´ration de fusion des deux arbres est en cours
entre deux autres sommets situe´s ailleurs dans l’arbre ?
Le second proble`me implique que i) avant de fusionner un sommet sait qu’il est le seul et unique capable
d’effectuer une telle ope´ration dans son arbre a` cette date, ou que ii) le sommet initie une consultation dans
son arbre pour obtenir des autres sommets ou d’une autorite´ centrale, la permission d’effectuer l’ope´ration
de fusion. De manie`re pratique, dans un re´seau dynamique, le lancement d’une consultation ne peut pas eˆtre
envisage´ a` moins de conside´rer des hypothe`ses fortes sur les de´lais se´parant deux se´ries de changements
de la topologie. La meilleure option semble eˆtre la conception d’un me´canisme qui permet une prise de
de´cision locale en autorisant un seul et unique sommet a` de´clencher une ope´ration de fusion.
2.1 L’algorithme de re´fe´rence
Les re`gles de´finissant l’algorithme sont pre´sente´es dans la Figure 1.
e´tat initial : T pour chaque sommet, /0 pour chaque extre´mite´ d’areˆte.
r1 :
N T
1
off r2 :
Any Any
2
off
r3 :
T T T N
/0 /0 2 1
r4 :
T N N T
2 1 1 2
FIGURE 1: L’algorithme de construction et de maintien d’une foreˆt couvrante sous la forme d’un ensemble de re`gle de
re´e´tiquetage.
L’algorithme est base´ sur le mouvement des jetons dans leur arbre respectif. Les jetons sont autorise´s a`
effectuer trois ope´rations : la circulation, la fusion, et la re´ge´ne´ration, dont l’objectif est de maintenir un, et
seulement un, jeton par arbre. Initialement, chaque sommet est un arbre en soit qui posse`de son propre jeton
(e´tiquete´ T). Lorsque deux jetons sont voisins, c’est-a`-dire sont situe´s sur des sommets a` distance 1 l’un de
l’autre, ils fusionnent en un seul jeton et les deux arbres fusionnent pour n’en former qu’un seul. Le sommet
qui conserve le jeton reste e´tiquete´ T tandis que le second est re´e´tiquete´ N, et l’areˆte est marque´e comme
une areˆte d’arbre (re`gle r3) en utilisant une e´tiquette diffe´rente sur chaque extre´mite´ (1 et 2) pour rendre
compte de l’orientation induite par la position du jeton restant. Lorsqu’aucune fusion n’est possible, le jeton
est transmis a` un sommet voisin dans l’arbre (re`gle r4), et le marquage de l’orientation est mis a` jour en
conse´quence. Le point central est que les e´tiquettes des areˆtes de´finissent toujours un arbre oriente´ dont la
racine est le sommet qui contient le jeton. Graˆce a` ces e´tiquettes, chaque sommet e´tiquete´ N posse`de une
unique areˆte sortante (e´tiquette 1), ce qui donne la direction vers le jeton. Si une telle areˆte disparaıˆt pour
une quelconque raison, alors ce sommet sait qu’il est maintenant en position de racine pour le sous-arbre
qui ne posse`de plus de jeton. Il est alors en mesure de re´ge´ne´rer un nouveau jeton (re`gle r1). Cette proprie´te´
reste vraie quelque soit le nombre de disparitions simultane´es d’areˆtes dans l’arbre. Pour le sommet situe´
a` l’autre extre´mite´ de l’areˆte, la disparition de l’areˆte induit simplement la suppression de l’e´tat local de
l’areˆte perdue (re`gle r2), inde´pendamment du fait que ce sommet ait ou non le jeton. Pour favoriser les
fusions potentielles, nous conside´rons que l’application des re`gles suit un ordre, c’est-a`-dire que la re`gle r4
ne peut pas eˆtre applique´e si la re`gle r3 est applicable, ce qui suppose qu’un sommet e´tudie l’ensemble de
son voisinage avant l’application d’une re`gle.
2.2 Analyse des performances
Conside´rons un jeton situe´ sur un sommet u qui ne soit pas en mesure d’appliquer la re`gle r3 (fusion). Le
sommet applique alors la re`gle r4 de transmission du jeton vers l’un de ses voisins. Le choix de ce voisin
est effectue´ de manie`re e´quiprobable, ainsi le de´placement du jeton dans l’arbre T est une marche ale´atoire
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dans cet arbre. Partant de ce fait, la probabilite´ pour le jeton d’eˆtre situe´ sur un sommet v de´pend uniquement
du degre´ dT (v) de ce sommet et du nombre n de sommets de l’arbre :
P(jeton pre´sent sur v) = dT (v)
2(n− 1)
(1)
Pour e´valuer la performance de cet algorithme, nous conside´rons la distribution stationnaire vers la-
quelle tend la marche ale´atoire des jetons. Il nous faut cependant conside´rer deux hypothe`ses. La premie`re
concerne la convergence de la marche ale´atoire vers la distribution stationnaire qui n’est vraie que pour des
graphes non bipartis. Or nos graphes sont des arbres. Nous e´vacuons ce proble`me en conside´rant que les
mouvements des jetons dans les diffe´rents arbres ne sont pas synchronise´s. La seconde hypothe`se tient au
temps ne´cessaire a` la marche ale´atoire pour converger vers la distribution stationnaire, ce temps, le mixing
time, n’est pas toujours ne´gligeable, pourtant, nous le conside´rerons comme tel par la suite.
Nous sommes inte´resse´s par le temps de fusion, c’est-a`-dire le nombre de mouvements ne´cessaires aux
jetons pour pouvoir fusionner. Conside´rons un graphe G = (S,A) et deux arbres T1 = (VT1 ,ET1) et T2 =
(VT2 ,ET2) sous-graphes du graphe G. Soit une areˆte (u,v) ∈ A telle que u ∈ T1 et v ∈ T2, une telle areˆte est
qualifie´e de pont.
Le temps de fusion estime´ est une estimation du nombre moyen d’e´tapes (nombre de mouvements des
jetons dans le contexte qui nous occupe) requis pour fusionner deux arbres. Ce temps peut eˆtre calcule´
a` partir de la probabilite´ que les deux jetons soient a` distance 1 l’un de l’autre dans le graphe. Or, cette
probabilite´ se calcule simplement a` partir de l’e´quation 1 :
Pfusion(T1,T2) = ∑
{(u,v)∈Ponts(T1 ,T2)}
dT1 (u)
2|ET1 |
×
dT2 (v)
2|ET2 |
(2)
Ainsi, le nombre moyen de de´placements de jetons ne´cessaires pour la fusion de deux arbres T1 et T2
vaut :
Efusion(T1,T2) =
(
Pfusion(T1,T2)
)−1
=

 ∑
{(u,v)∈Ponts(T1 ,T2)}
dT1 (u)
2|ET1 |
×
dT2 (v)
2|ET2 |


−1
(3)
On constate sur la figure 2(a) que les valeurs obtenues par le calcul analytique et les valeurs obtenues par
simulation correspondent parfaitement pour des arbres dont l’ordre varie entre 10 et 200.
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FIGURE 2: Re´sultats obtenus pour l’e´tude de la rencontre de deux jetons anime´s d’une marche ale´atoire non biaise´e.
Cependant, il s’agit de valeurs moyennes, or dans le contexte de cette e´tude, le nombre moyen de mouve-
ments ne´cessaires pour que les deux jetons soient en position d’appliquer la re`gle r3 n’est pas pertinent, ce
qui nous inte´resse est le nombre de mouvements ne´cessaires pour qu’ait lieu la premie`re rencontre entre les
deux jetons. Or on constate une importante de´rive entre cette dernie`re valeur et la valeur moyenne comme
l’illustre la figure 2(b).
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Si l’on effectue une analyse du de´placement d’un jeton dans un arbre, et que l’on s’inte´resse aux pas-
sages de ce jeton sur un sommet particulier, la distribution temporelle des passages du jeton sur le sommet
ressemble a` la distribution illustre´e par la Figure 2(c). En partant de l’hypothe`se que cette distribution est
repre´sentative, nous pouvons en de´duire qu’en moyenne, lorsque le jeton est situe´ a` une distance importante
du sommet cible, un nombre important de mouvements est ne´cessaire pour que le jeton revienne dans le
voisinage du sommet cible. Dans le contexte de la rencontre de deux jetons se de´plac¸ant au sein de deux
arbres, il semble que ce comportement ait un impact ne´gatif sur les performances de l’algorithme. Une
solution consisterait a` ame´liorer la fluidite´ du mouvement du jeton dans l’arbre. C’est l’objet de la section
suivante.
2.3 Optimisation de l’algorithme
Pour ame´liorer les performances de l’algorithme, c’est-a`-dire pour re´duire les temps de fusion des arbres,
nous pensons qu’il peut eˆtre pertinent de fluidifier le mouvement du jeton dans l’arbre de manie`re a` ce que
la distribution de ses passages sur les sommets se rapproche d’une distribution uniforme. Pour cela, nous
proposons de restreindre les choix du jeton pour son prochain de´placement, afin que soient privile´gie´es les
parties de l’arbre qui n’ont pas e´te´ visite´es re´cemment. Le principe repose sur l’interdiction faite au jeton
d’effectuer le mouvement inverse du dernier mouvement accompli, sauf si le sommet sur lequel le jeton est
positionne´ est une feuille. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s dans la Figure 3. Il apparaıˆt clairement que
cette simple modification de l’algorithme permet d’ame´liorer notablement les temps de fusion des arbres.
Des expe´riences sont actuellement en cours pour mesurer l’impact de cette ame´lioration dans le contexte
dynamique. L’ensemble des simulations re´alise´es pour ce travail ont e´te´ effectue´es en utilisant la librairie
GraphStream [DGOP07].
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FIGURE 3: Re´sultats obtenus pour l’e´tude de la rencontre de deux jetons anime´s d’une marche ale´atoire biaise´e par
un me´canisme restreignant ses choix.
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